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Abstract: Throughout history, research on the foundations of mathematics, par-
ticularly the debates surrounding Euclid’s fifth postulate, has led to the emer-
gence of the concept of metageometry. This paper examines the problems cre-
ated by Euclid's fifth postulate in a historical and philosophical context, the con-
tributions to the development of non-Euclidean geometries, and how projective
geometry was established as a metageometry during this process. The article
notes that the first steps of projective geometry began with the Renaissance ar-
chitect and artist Leon Battista Alberti and were mathematically grounded
through the contributions of the French mathematician Girard Desargues. Ad-
ditionally, the works of mathematicians like Jean Victor Poncelet and Felix
Klein facilitated the development of projective geometry and the acceptance of
non-Euclidean geometries. The paper evaluates the philosophical background of
these developments through Kant’s transcendental philosophy and discusses
Russell’s thoughts and contributions to metageometry. In this context, the arti-
cle provides a deep analysis of both the historical development and philosophical

foundations of projective geometry.
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Giris

1-Bir Metageometri Olarak Projektif Geometrinin Kurulusu

Matematigin temellerine iliskin arastirmalar 6zellikle de Frege, Dede-
kind, Peano ¢izgisinde yiiriitilen aritmetigin temellerine iligkin arastirma-
lar matematikte yaganan krizlere nihayet verme ve bir ¢6ziim sunma ¢aba-
lar1 olarak tarif edilebilir. Aslinda matematige iliskin ilk kriz gérece olarak
aritmetikte ortaya ¢ikan sayz ile ilgili sorunlardan 6ncesine tarihlenebilir.
IIk kriz, geometrinin en temel ve sistematik sunumu olan Oklid geometri-
sinin temellerinde ortaya ¢ikmaktadir. Paralel postulati (veya aksiyomu)
olarak bilinen postulatanin Oklid geometrisi igerisinde sistemde bir gedik
olusturdugu ¢ok erken tarihlerde matematikgiler tarafindan tespit edilmig’
ve sOz konusu postulat tatmin edici bulunmamustir. Bu sorun 6zellikle Rus-
sell tarafindan dikkate deger bi¢imde vurgulanmustur:

“Ortodoks Oklidciligin stvilagmis sekli paraleller aksiyomudur ve kanit
olmaksizin bu aksiyomun kabuliiniin reddedilmesi Metageometrinin bag-
langicidir. Bu yonde ilk ¢aba ilhamint bu aksiyomu digerlerinden ¢ikarsa-

mak umudunda olan Legendre® tarafindan denenmistir. Artik bildigimiz

* “Oklid’in besinci (paralel) postulati, onun bir matematikgi olarak bityiikliigiiniin
ana kogse taglarindan biridir. Heath, Euclid’in Elementlerine yaptig1 yorumda
soyle der: “Yirmi yiizyildan fazla bir stire boyunca, ¢ogu yetenekli geometriler ta-
rafindan yapilan sayisiz ardisik girisimi disindiigimiizde, geometrisinin biitiin
sisteminin gecerliligi i¢in gerekli buldugu boyle bir hipotezin gercekten kanitla-
namaz oldugu sonucuna varan adamn dehasina hayran kalmamak elde degil.” An-
cak, Oklid’in biyiikligiiniin bu temel tas1, onun sistemine yapilan en keskin sal-
dirilarin da temelini olusturuyordu. Ondan 6nceki dort postulat kisa, basit ifade-
lerden olusuyordu ve besinci postulatin ¢ok daha karmasgik yapisi, bunun bir var-
sayimdan ziyade bir teorem olmasi gerektigini 6ne siirdii—bu goriis, Oklid’in ken-
disi tarafindan da farkinda olmadan desteklendi, ¢iinkii o, postulatin tersini ka-
nitladi. Dolayisiyla, ¢ok kisa bir siire i¢inde, bu kusuru Elementler’den kaldirma
girisimleri bagladi. Bu ¢abalar, Oklid’in 6mrii boyunca baglamis ve on dokuzuncu
ytzyilin ikinci on yilina kadar itibarli matematikgiler tarafindan, daha sonra da
sarlatanlar tarafindan devam etmistir. Tiim bu girisimlerin basarisiz olmas1, Ok-
lid’in @niinii saglamlastirmis ve daha da 6nemlisi, Oklid dig1 geometrinin icadina
yol agmustir.” (Blumenthal, 1980, 17-18)

Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Fransiz bir matematikgidir. Matematik diin-
yasinda 6nemli katkilarda bulunmustur. Legendre polinomlari, Legendre donii-

2

simleri ve en kiiciik kareler yontemi gibi matematiksel kavramlarla taninir.
"Eléments de Géométrie" adl1 eseri uzun siire geometri egitiminde temel kaynak
olarak kullanilmistir. Ayrica, asal sayilarin dagiimina iliskin ¢aligmalari, Riemann
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kadariyla — kaginilmaz bir sekilde- basarisizliga ugramig bir umut.” (Russell,
1956)

Russell, burada metageometri ile tiim Oklid dis1 geometrileri ima et-
mektedir. Dolayistyla paralel postulatanin yarattig1 itirazlar tiim Oklid dist
geometrilerin baslangi¢ noktasini da olusturmaktadir. Bu sebeple ilkin bu
postulat ve bu postulatanin sebep oldugu soruna goz atilmasi, geometrinin
temelleriyle ilgili yasanmis olan krizin anlagilmasinda ve metageometrinin
imkaninin goriillmesi acisindan faydali olacaktir. Oklid’in besinci postula-
tast su anlama gelir: Iki dogruyu kesen bir dogru bu iki dogru ile ayni ta-
rafta, toplamlari iki dik agidan kiigiik acilar meydana getirirse, bu iki dog-
runun uzantian agilarin iki dik agidan kiigitk oldugu tarafta bir noktada

kesiseceklerdir.

d
Sekil I

Yukarida ifade edilen postulatadan ¢ikan sonug, bir noktaya disin-
daki bir noktadan ancak ve ancak bir paralel dogru ¢izilebilecegidir. Iste,
matematikgilerin itirazi tam da bu postulatadan ¢ikarilmig s6z konusu so-
nuca iliskindir. S6yle ki Oklid diizleminde mesela kesisen dve d’ dogrula-

rin1 diigiinelim. d've d' nin noktalarini bu dogrular iizerinde bulunmayan

hipotezine giden yolu agmustir. 18. ve 19. yiizyillarda matematik ve bilim diinya-
sinda etkili bir figiir olarak tanmmustr.
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bir K noktas: yardimiyla birbirine egleyelim. d’ iizerindeki herhangi bir x
noktasina Kx dogrusu ile d'nin orta noktas1 kargilik gelsin, ki buna K mer-
kezli izdiisiim adi verilebilir. Bu durumda dhin her x noktasini d’ niin x'
noktasina esleyen d= d' ne "x = f,,(x) = K, nd' =x"" fonksiyonunu

elde etmis oluruz.

Sekil 11

Yukaridaki sekilde goruldigi tizere KS/4' ve KT'//d oldugundan matema-
tikgiler bu durumla ilgili ortaya ¢ikan agagidaki sorulara yanit aramiglar ve
tatmin edici bir yanitin verilemeyecegini gérmislerdir.

1) dnin $noktas: d”’nin hangi noktast ile eslesir? Béyle bir noktanin
bulanamayacagi acik bir sekilde goriiliir.

2) d”nin T’ noktast dnin hangi noktasinin goriintisiidiir? Oklid diiz-
lemi igerisinde boyle bir noktanin da bulanamayacag: acik bir sekilde g6-
rilmiistir.

Bu sebeple Oklid geometrisi igerisinde bu postulatayla ilgili bir gedik
olusmus ve bu postulatanin ya tamamen kaldirilmas: ya da ispat edilmesi

yoniinde itirazlar gelmistir. Bu postulatanin ispat edilebilecegine
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inananlarin tiim ¢abalari sonugsuz kalmigtir. Ancak Lobacevski3 ve Gauss*
paralellik postulatasinin ispatmmn mimkiin olmadigini gostermistir. Mate-
matikgiler yukaridaki sorulara dogru yanit verebilmek icin Oklid dis1 geo-
metrilerin ve dolayistyla Oklid dis1 uzaylarin imkanini arastirmaya baglamis-
lardir. Matematik diinyasinda bu ¢caba metageometrilerin temellerinin atil-
masina vesile oldugu gibi bir metageometri olan projektif geometrinin te-
mellendirilmesini de saglamistur.

Aslinda projektif geometrinin temellerinin atilmasina iliskin ilk giri-
simler beklentilerin aksine matematik diinyasindan gelmemistir. Buradaki
oncii isim Rénesans déneminin tinlii mimar ve sanatgist olan Leon Battista
Alberti”dir. Alberti, ii¢ boyutlu yapilar: iki boyutta ¢izmek i¢cin dogrusal bir
perspektifin olusturulmas: yoniinde geometrik yontemler kullanan ilk kisi-
dir. Daha sonraki matematikgiler Alberti’nin bu yéntemini projektif geo-

metrinin ilk adimlar1 olarak saymislardir.

3 Nikolay Ivanovig Lobagevski (1792-1856), Rus matematikgi ve geometridir. Loba-
cevski, Oklid dist geometriyi gelistirmesiyle taninir ve genellikle "geometrinin
Copernicus’u" olarak anilir. Onun ¢alismalari, matematik ve bilim diinyasinda
énemli bir devrim yaratmistir. Lobagevski’nin en énemli katkisi, Oklid dis1 geo-
metriyi (Lobagevski geometri) gelistirmesidir. Oklid dis1 geometri, paralellik ak-
siyomunu (bir dogruya digindaki bir noktadan yalnizca bir paralel gizilebilir) red-
deder ve bir dogruya disindaki bir noktadan birden fazla paralel cizilebilecegini
6ne siirer. Bu yeni geometri tiiri, daha sonra hiperbolik geometri olarak adlandi-
ridmigtir.

4 Carl Friedrich Gauss (1777-1855), “matematigin prensi” olarak anilan Alman mate-
matikgi, fizik¢i ve astronomdur. Matematik, fizik ve astronomi alanlarinda ¢ok
genis yelpazede 6nemli katkilarda bulunmustur. Say1 teorisinde ¢igir agan “Disqu-
isitiones Arithmeticae” adl1 eseri, modern say1 teorisinin temelini olusturur. Ga-
uss, cebir, analiz, diferansiyel geometri ve Oklid dis1 geometri konularinda da
6nemli ¢aligmalar yapmustir. Ayrica, gok cisimlerinin yoriingelerinin hesaplan-
mas1, manyetizma ve elektrik gibi fiziksel bilimlerde de bityiik ilerlemeler kaydet-
mistir. Gauss’un ¢alismalari, modern matematigin ve bilimin gelisiminde derin bir
etki birakmugtir.

5 Leon Battista Alberti (1404-1472), Ttalyan Rénesans dénemi ok yonlii bir deha ve
hiimanisttir. Hem teorik hem de pratik alanlarda 6nemli katkilarda bulunmustur.
Mimarlik, resim, heykel, matematik, edebiyat ve felsefe gibi bir¢ok alanda eserler
vermistir. Alberti, Ronesans déneminde perspektifin matematiksel temellerini
atan 6nemli figiirlerden biridir. 1435 yilinda yazdig1 “De Pictura” (Resim Uzerine)
adli eserinde, {i¢ boyutlu nesnelerin iki boyutlu yiizeye dogru bir sekilde nasil yan-
sitilacagini agiklamugstir. Bu kitap, perspektifin dogru kullanimi i¢in gerekli olan
geometrik ilkeleri detaylandirmistir ve Ronesans sanatgilart arasinda biiyiik etki
yaratmustir. Bknz. (Alberti, 2011) Ayrica bknz. (Williams vd., 2010)
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Sekil III: Alberti’nin Perspektif Cizimi

Alberti’nin perspektifle ilgili caligmalarini sanatin 6tesine yani mate-
matigin alanina tagtyan isim ise Fransiz matematik¢i Girard Desargues® ol-
mustur. Desargues, Alberti’nin fikirlerini projektif geometriyi temellendir-
mek i¢in kullanmuis ve perspektif ticgenler ile ilgili teoremiyle geometri ala-
ninda Oklid dis1 geometrilere yani Russell'in ifadesiyle metageometrilere
ulagtiran sonuglara varmustir. Desargues’e gore ii¢genlerin karsilik gelen ke-
narlari uzatildiginda perspektif ekseni adi verilen bir dogru tizerindeki nok-
talarda bunlar bulugmaktadir. Uggenler iizerindeki koselerden gecen dog-

rular perspektifin merkezi denilen bir noktada kesismektedir. Bu iki

¢ Girard Desargues (1591-1661), Fransiz matematik¢i ve miithendis olup, projektif
geometri alaninin kurucularindan biridir. Desargues, perspektif ve konik kesitler
uzerine ¢aligmalariyla tanmnir ve Ozellikle “Desargues Teoremi” olarak bilinen
6nemli bir geometrik teoremi gelistirmistir. Bu teorem, projektif geometri ala-
ninda temel bir rol oynar ve perspektif ¢izimlerin matematiksel temellerini olus-
turur. Desargues’un ¢aligmalari, mimari ve mithendislik uygulamalarinda perspek-
tifin dogru kullanimi i¢in 6nemli ilkeler sunmugtur. Ayrica, onun geometrik yeni-
likleri, daha sonra Blaise Pascal ve Jean-Victor Poncelet gibi matematikgileri de
etkilemistir. Bknz. (Field & Gray, 2012).
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kosuldan ilkinin olusu ikincisi i¢in gerekli ve yeterlidir. Dolayisiyla Desar-
gues’e gore iki iicgen ancak ve ancak merkezi olarak perspektif icinde ise

eksen olarak perspektif icindedir.

Perspektif aksiyomu

! AN

Sekil IV: Desargues Teoremi
Desargues’in yukarida ifade etmis oldugu teorem, 19. yy baglarinda
Jean Victor Poncelet”in ¢aligmalarina esin kaynagi olmustur. Poncelet,
projektif geometrinin gelismesine biiyiik katk: saglamis ve yukarida anilan
t¢genlerle ilgili ii¢ boyutlu uzayda gecerli olan su teoremi formiile etmistir:
Iki ticgen, bir kisi onlari tek bir noktadan perspektif iginde gorecek sekilde
yerlestirildiginde, kargilikli kenarlarinin her biri bir dogru tizerinde hizala-
nacaktir. Bu durumun gergeklesebilmesi i¢in ise bu dogrularin birbirine pa-
ralel olmasi gerekecektir. Bu kenarlardan bir ¢iftin paralel olmas: ti¢ kesi-
sim noktasi yerine iki kesisim noktasinin olusmasina sebep olacaktir. Bu
durumda teorem yeniden uygulanir ve bu kez iki nokta, {iggenlerin paralel

kenarlarinin paralel dogrular istiinde bulanacak sekilde yerlestirilmesi

7 Jean-Victor Poncelet (1788-1867), Fransiz mithendis ve matematikg¢idir. Poncelet,
ozellikle projektif geometri iizerine yaptigi calismalarla taninir. Matematiksel ¢a-
lismalari, 6zellikle askeri mithendislik ve mekanik mithendislik alanlarina biyiik
katkilar saglamistir. En 6nemli eserlerinden biri olan “Traité des propriétés pro-
jectives des figures” (Sekillerin Projektif Ozellikleri Uzerine Inceleme) adli kitabs,
projektif geometrinin ilkelerini detaylandirmis ve bu alandaki temel teoremleri
ortaya koymustur. Ayrica, Poncelet’in galigmalari, 6zellikle hiperbolik geometri
ve karmagik sayilar tizerine olan aragtirmalariyla da bilinmektedir.
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seklinde uygulanir. Poncelet, burada teoremi degistirmek yerine teoremin
temeli olan Oklid uzaymni degistirmistir. Béylece bu degisimle Oklid dig1
bir uzay1 tamimlayarak bir metageometri olarak projektif geometrinin geli-
simine katkida bulunmustur. Bu yeni projektif uzayda bulunan dogrular ke-
sisim noktalar1 sonsuzda olan paralel dogrular1 gosterir. Boylece yukarida
andigimiz Desargues’mn teoreminin Oklid uzay1 yerine projektif bir uzay:
temele alan projektif bir geometride kolaylikla temellendirilebilecegini
gOstermis olmaktadir.

Russell, yukarida soziinii ettigimiz projektif geometrinin baglangi-
cryla ilgili tiim gelismeleri metageometri icerisinde bolimledigi dénemleri
gozeterek etiketlemektedir. Aslinda Russell, Legendre’nin besinci postu-
lat1 digerinden ¢ikarsamasi basarisizliga ugradiktan sonra Gauss, Loba-
cevski, Bolyai®nin s6z konusu besinci postulatay: reddederek yine de man-
tiksal olarak tutarli bir geometrinin kurulabilecegi yoniindeki ¢alismalarini
metageometri i¢inde ilk dénem olarak siiflamaktadir. Russell, ikinci d6-
nemin ise Rieman? tarafindan yapilan ¢aligmalarla baslatildigint amaclari
acisindan felsefi ve yontemleri agisindan ise yapici oldugunu ifade etmek-

tedir. Rieman, Russell’a gére analitik, metrik™ geometrileri benimseyerek

8 Janos Bolyai (1802-1860), Macar matematikgi ve fizik¢idir. Bolyai, babas: Farkas
Bolyai ile birlikte bagimsiz olarak hiperbolik geometriyi gelistirmesiyle taninur.
Ozellikle, Oklid dis1 geometri olarak da bilinen bu geometri tiirii, Oklidyen geo-
metrinin paralel postulatini reddetmektedir. Bolyai'nin “Appendix” (Fiiggetlen
Bevezetés a Geometridba) adli calismasi, bu geometrik diisiinceleri icermekteydi
ve matematik diinyasinda biiyiik yanki uyandirmistir. Bolyai ayrica matematiksel
analiz, cebir ve fizik alanlarinda da galismalar yapmus ve 6nemli katkilarda bulun-
mustur.
Bernhard Riemann (1826-1866), Alman matematikgi ve fizik¢i olarak taninir. Ma-
tematiksel analiz, diferansiyel geometri, say1 teorisi ve matematiksel fizik alanla-
rinda 6nemli katkilar yapmistir. Riemann’m en 6nemli katkilarindan biri, Rie-
mann geometrisi olarak bilinen ve fizikte ve genel gorelilik teorisinde temel bir
rol oynayan geometri tiiriinii gelistirmesidir. Ozellikle, Riemann’in diferansiyel
geometri iizerine yaptigi caligmalar, Oklidyen geometrinin sinirlarini asarak farkls
geometrik yapilari miimkiin oldugunu gostermistir. Riemann, uzayin 6zellikle-
rini daha genis bir perspektiften ele almus ve farkli egrilik tiirlerini matematiksel
olarak tanimlamistir. Bu ¢alismalari, Oklid dist geometrinin temelini olugturmus
ve hiperbolik geometri gibi yeni geometri tiirlerinin gelisiminde 6nemli bir rol
oynamustir.
© Geometrik 6nermeler iki sinifa ayrilir. Bir siniftaki 6nermeler ya dogrudan sekil-
lerin buyukligi ile ilgilidir ya da dolaylt olarak miktar veya nicelik fikrini iger-
mektedir. Bu tiir 6nermelere metrik denir. Diger siiftaki 6nermeler ise yalnizca

o
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Oklid dig1 sistemler kurmustur. Diiz ¢izgi aksiyomunun reddedildigi bu sis-
tem, kiiresel bir uzay tizerine temellenmektedir. Russelll bu ikinci dénem-
den sonra metageometri ¢aligmalari icesinde en 6nemli ilerlemenin Arthur
Cayley" ile baglayan ticiincii donemle yapildigint ifade etmektedir. Bu do-
nemde metrik yerine projektif yontemler kullanilmakta ve tiim metrik
ozellikler projektif hale getirilerek Cayley tarafindan ifade edilen grundge-
bild seklin imkanini saglamaktadir. Ne yazik ki Cayley’in bu alandaki ¢alis-
malari ¢ok fazla bilinmemektedir. Ancak Felix Klein™, Cayley’in ¢alismala-
rini izleyerek halihazirda o zamanlarda bilinen Oklid dis1 geometriye elip-
tik adin1 verdigi bir iciinciisiinii inceler. Bu tigiinci tiir geometri Russell’a

gbre Herman von Helmholtz'*un kiiresel geometrisine ¢ok benzemekle

ele aldiklari sekillerin konumuyla ilgilidir ve nicelik fikri onlara hi¢ girmez. Bu tiir
onermelere ise betimleyici (descriptive) denir. Oklid’in Elementler'indeki 6ner-
melerin ¢ogu metrik olup, aralarinda tamamen betimleyici bir teorem bulmak ko-
lay degildir. Bknz. (Cremona, 1885, 50)

" Arthur Cayley (1821-1895), Ingiliz matematikgi olup, cebir ve matris teorisi alan-
larinda 6nemli katkilarda bulunmustur. Cambridge Universitesi'nde profesor ola-
rak gorev yapan Cayley, modern cebirin ve matris teorisinin kurucularmndan biri
olarak kabul edilir. Ayrica, grup teorisi, projektif geometri ve eliptik fonksiyonlar
gibi matematigin bircok dalinda 6nemli galigmalar yapmustir. Cayley, Oklid dist
geometriye katkilartyla da taninir. Ozellikle, Cayley-Klein modeli olarak bilinen
ve hiperbolik geometriyi modellemek i¢in kullanilan bir yéntem gelistirmistir. Bu
model, hiperbolik diizlemin geometri kavramlarini Oklidyen geometri kullanarak
aciklamaya calisir. Cayley, bu modelle hiperbolik geometrinin aksiyomlarini ve
teoremlerini gorsellestirmis ve matematiksel olarak daha anlagilir hale getirmistir.
Bu ¢aligma, Oklid dis1 geometrinin matematiksel temellerini giiglendirmis ve bu
alandaki aragtirmalar: tegvik etmigtir. Ayrica bknz. (Cayley, 1889)

2 Felix Klein (1849-1925), Alman matematikgi olup, geometri ve grup teorisi alanla-
rindaki ¢alismalartyla taninir. Klein, geometrik doniisiimleri ve gruplar: birlesti-
rerek geometriyi siniflandirmaya y6nelik ¢alismalar yapmuis ve bu yaklagimiyla mo-
dern geometrinin gelisimine 6nemli katkilarda bulunmustur. Klein, Oklid dist ge-
ometri tizerine yaptig1 ¢calismalarla da bilinir. Hiperbolik ve eliptik geometri gibi
Oklid dis1 geometri tiirlerini analiz etmis ve bu geometrileri birlestiren modeller
gelistirmistir. Klein, 6zellikle Cayley-Klein modeli olarak bilinen ve hiperbolik
geometriyi Oklidyen geometri kullanarak agiklayan bir model gelistirmistir. Bu
model, hiperbolik diizlemin geometrik 6zelliklerini tanimlamak i¢in kullanilir ve
Oklid digt geometrinin matematiksel temellerini giiglendirmistir.

3 Hermann von Helmholtz (1821-1894), Alman fizik¢i, fizyolog ve filozof olup, bilim
diinyasinda ¢ok y6nlii katkilariyla taninir. Helmholtz, enerji korunumu, termodi-
namik, optik, akustik ve fizyolojik psikoloji gibi bir¢ok alanda 6nemli ¢aligmalar
yapmustir. Helmholtz, Oklid dist geometriye felsefi ve bilimsel katkilarda bulun-
mugtur. 1868 yilinda yayimladigi “Uber die Thatsachen, die der Geometrie zu
Grunde liegen” (Geometrinin Temelindeki Olgular Uzerine) adli makalesinde,
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birlikte iki diiz ¢izginin sadece bir noktada kesismesiyle ayirt edilmektedir.
Hem Klein’mn hem de Helmholtz'un geometrilerinin ayirt edici 6zelligi, bir
kiirenin yiizeyi gibi sonlu ama sinirsiz olan uzaylar1 temel almalaridir. Boy-
lece projektif denilen tiirden geometrinin temelleri saglam sekilde atilmig
olup metageometriler matematik literatiiriinde yerlerini saglamlagtirmig-
lardir. Bu geometrilerin avantaji, Oklid geometrisinde yer alan geliskilerin
s6z konusu Oklid dis1 geometrilerde ortadan kalkmis olmasidir. Dolayistyla
bu sistemler, mantiksal yapilar: bakimindan Oklid geometrisi kadar sag-
lamdir. Buraya kadar Russell'in ifadesiyle metageometrilerin yani Oklid dist
geometrilerin gelisim tarihini 6zellikle incelemek istedigimiz bir metageo-
metri olan projektif geometri temelinde ele aldik. Ancak s6z konusu meta-
geometrilerin yine projektif geometri temelinde felsefi tartigmasinin yapi-
labilmesi i¢in geometrinin temellerine iligkin tiim sorunlarina ragmen hala
gecerli olan ve kabul goren yonleriyle Kant’m transendental felsefesi icinde
geometrinin temelleriyle ilgili yaptig1 belirlemeleri incelemek gerekmekte-
dir. Béylece Kant’in geometrinin temelleriyle ilgili diisiincelerinin metin-
leri tizerinden ele alinmasinin ardindan bu konuda Kant’a yapilmis elestiri-
ler 6zellikle Russell 6zelinde degerlendirmeye tabi tutulacaktir. Ancak en
bastan ifade etmek gerekir ki Russell, Kant’in geometrinin temelleriyle il-
gili yaptig1 belirlemelerin eksikliklerinin dékiimiini yapsa da temelde kimi
Kantc¢i motifleri hala korumakta ve savunmaktadir.

2-Kant’ta Geometrinin Temelleri

Yenigagda Descartes felsefesi ile percinlenen felsefe i¢cin model olarak
matematik diisiincesi, rasyonalist ve idealist gelenegin dayanak noktas1 ol-
mugtur. Empirizme karg1 rasyonalizm ve idealizmin temel savunusu, mate-
matigin sagladigi kesin bilgi modeliydi. Bu noktada empiristlerin deneyim-
den hareketle insa ettikleri bilgi anlayisini giicli bir itirazla karsiliyorlard.
Russell'm da belirttigi gibi matematik ve 6zelde geometri, idealistlerin zapt

edilmemis kalesiydi:

uzayin geometrik yapisinin deneysel olarak belirlenebilecegi fikrini ortaya atmis-
tir. Bu galigmada, Oklidci ve Oklid dis1 geometrilerin fiziksel uzaya nasil uygula-
nabilecegi ve bu geometrilerin fiziksel deneylerle nasil dogrulanabilecegi konula-
rin1 ele almuistir. Helmholtz, uzayin egrilik kavramini ve farkli geometrik yapilarin
fiziksel uzayda nasil var olabilecegini arastirarak, Oklid dis1 geometriye olan anla-
yisimizi genisletmistir.
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“r7. ve 18. yy'in tamaminda geometri empirizme karst baglatilmis sa-
vasta idealistlerin zapt edilemeyen kalesiydi. Kitada genel olarak deneyim-
den bagimsiz kesin bilginin sadece geometriye isaretle real diinya hakkinda
mimkiin oldugu kabul edilmisti: Ancak bir ¢ilgin onun gecerliliginden
stiphe edebilirdi ve ancak bir aptal onun nesnel referansini reddedebilirdi.
Bu sebeple empiristlerin bu konuda biraz zor gorevleri vards; ya sorunu gor-
mezden gelmek zorunda kalacaklardi ya da Hume ve Mill gibi saldirtya
gecme cesaretini gosterseler, temelde Geometrinin sadece mekaniginkin-
den farkli tiirden bir kesinlige sahip olmadig: seklindeki goriiniiste para-
doksal bir iddiaya siiriikleneceklerdi. Uzamsam izlenimlerin siirekli mevcu-
diyetinin, aksiyomlarin dogruluguna dair deneyimimizi mutlak kesinlik

gosterecek kadar genis bir hala getirdigini séylediler. ” (Russell, 1956, 1)

Yukaridaki alintida da goriildiigii gibi rasyonalizme ve idealizme karst
deneyimden kaynaklanan bilgiyi tutarli bir sekilde savunmak i¢in geomet-
rinin temellerini incelemeye yonelen ilk filozof aslinda Hume’du. Ancak
Hume, heniiz iiniversite yillarinda kaleme aldig1 ilk ve temel eserinde ( /n-
san Dogasi Uzerine Bir Inceleme) geometriyi ayr1 bir sekilde incelemis olsa
da daha sonra yayinladig1 eserde Insanin Anlama Yetisi Uzerine Bir Sorus-
turmada geometri ve aritmetigi ayn1 kefeye koyup mantikla birlikte genel
olarak matematik baglig altinda ele almustir. Bu ikinci eserde matematige
ve mantiga ait yargilarn analitik ve a priori karakterde oldugunu iddia et-
mistir. Ancak /nsan Dogast Uzerine Bir Inceleme adli eserinde konuyu ge-
ometri perspektifinden ele alip uzay ve uzam kavramlarinin analizi tizerin-
den bir sonuca ulagsmaya ¢aligmistir. Hume s6z konusu eserde uzay idesini
uzam idesi temelinde inceler:

“Uzay idesi zihne iki duyu yoluyla iletilir: gorme ve dokunma; nitekim
gorillemeyen ve dokunulamayan herhangi bir sey uzaml: olarak nitelendiri-
lemez. Uzamu temsil eden birlesik izlenim: g6z ve dokunma duyusu i¢in
boliinmez olan ve renk ve katilik ile donatdmis atom ya da zerrrecik izle-
nimleri diyebilecegimiz ¢esitli kiiciik izlenimlerden olugsmaktadir. Ancak
hepsi bu kadar degildir. Bu atomlarin kendilerini duyularimiza a¢ik kilabil-
meleri icin renkli ya da dokunulabilir olmalari bir zorunluluktur; Ancak
ayn1 zamanda onlar1 hayal giicimiiz yoluyla kavrayabilmek i¢in renk ve do-

kunulabilirliklerinin idesini saklamamiz da zorunludur. Bir tek, renk ya da
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dokunulabilirliklerinin idesi zihin tarafindan kavranabilir kilabilir. Duyula-
bilen bu niteliklerin idelerinin ortadan kalkmasi ile uzay ideleri de diisiinme
yetisi ya da hayal giicii i¢in biitiiniiyle ortadan kalkar.” (Hume, 2000, 30).

Hume burada uzam idesinin var olmast i¢in onlarin renkli ve dokunu-
labilir olmalar1 gerektigini iddia etmektedir. Dolayisiyla uzay ya da uzam
idemiz gérme ya da dokunma duyumuzun bir nesnesi degilse o zaman bu
tiirden idelerimizin yani uzay ya da uzam idelerimizin de olmamasi gerekir.
Hume’un ulastig1 bu sonug, geometrideki a priori unsurlarin dolayisiyla ak-
siyomlarin a priori karakterlerine iligkin genel kabuliin tatmin edici bir se-
kilde temellendirilemeyecegi yoniinde bir kanmnin gelismesine sebep ol-
mustur. Tam bu noktada geometriye iliskin sorunun giiniimiizde tartisildigt
bicimiyle degerlendirebilen kisinin neden Hume degil de Kant oldugu agik
bir sekilde gorilmektedir. Bu konuda Russell su degerlendirmeyi yapar:
“Sadece modern epistemolojinin yaraticist Kant araciligiyla geometriyle il-
gili sorun modern bir form almigtir.” (Russell, 1956) Bu sebeple tiim aragtir-
macilarin geometrinin temellerine iliskin sorusturmanm Hume ile degil,
Kant ile basladigina yonelik tespitleri hakli gerekgelere sahiptir. Bu gerek-
celeri incelemek, konuyla ilgili sonraki tiim tartismalart anlamak ve takip
etmek igin bityiik bir 6neme sahiptir. {lkin belirtmeliyiz ki Kant, Hume’un
geometri ilgili diisiincelerinden habersizdi. Humeun geometriyi ele alip in-
celedigi temel eseri Insan Dogast Uzerine Bir Inceleme Kant’in zamaninda
Almancaya terciime edilmemisti. Kant, Hume’un Insanin Anlama Yetisi
Uzerine Bir Sorusturmasinda dile getirdigi matematikle ilgili goriisleri te-
mele aliyordu. Bu sebeple Kant Prolegomenada Hume’un saf matematigi
sirf analitik a priori yargilardan kurulu olarak kabul ettigini ifade etmekte-
dir. (Kant, 2002, 18;35b) Dolayisiyla Kant, genel olarak saf matematigin tiim
yargilarini sentetik ve a priori kabul ettigi i¢cin arastirmasini Hume’un kabul
ettigi ilkelerden ayr1 olan ilkelere dayandirmistir. Kant, Prolegomena da sat
matematikle ilgili oldugu kadar saf geometri ile ilgili goriislerini agik bir
sekilde ifade eder:

“Ayn1 sekilde Saf Geometrinin de hicbir ilkesi analitik degildir. Tki
nokta arasinda ¢izilen dogrunun en kisa ¢izgi oldugu 6nermesi, sintetik bir
6nermedir. Ciinkii benim ‘dogru’ kavramim nicelikle ilgili hi¢cbir sey icer-
mez, sadece bir niteligi igerir. ‘En kisa’ kavrami tamamuyla ona eklenir ve

‘dogru ¢izgi’ kavraminin 6gelerine ayrilmasindan ¢ikarilamaz. O halde
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goriniin yardimi gereklidir; ancak onun araciligiyla sintez olanaklidir”+
(Kant, 2002, 17:29b)

Kant, geometricilerin varsaydig1 bazi ilkelerin analitik oldugunu ve ¢e-
lismezlik ilkesine dayandigini belirtse de bununla kastettigi onlarimn ilke ola-
rak boyle oldugu degil metot zincirinin olusmasinda is gérmesinden dolay1
boyle varsayildigini ashinda sirf goriide serimlenebilmeleri sebebiyle mate-
matige kabul edildiklerini ifade etmektedir. Kant'in geometri ile ilgili ola-
rak tam olarak ne diigiindiigiinii anlamak i¢in Saf Aklin Elestirisinde ‘tran-
sendental unsurlar 6gretisi’ baglig: altinda ele aldig1 transendental estetikte
incelenen uzay kavramina iliskin yapmus oldugu analizlere bakimas: gerek-
mektedir. S6z konusu bolimde Kant, uzay tasarimimiza iliskin sunlar1 s6y-
ler:

“Dis duyu araciligtyla (zihnimizin bir 6zelligi) nesneleri bizim dist-
mizda gibi ve tiimii de uzaydaymus gibi tasarimlariz. Onlarmn formu, biiytik-
ligi ve birbirleriyle olan bagintisi uzayda belirlenmistir ya da belirlenebi-
lir.” (Kant, 1998, 157;A23B37)

Kant, Newton’un uzay anlayisinin aksine uzayin mutlak ve bizim dis1-
mizda degil bizdeki zorunlu, a prirori bir tasarim daha dogrusu gori oldu-
gunu soylemektedir Kant’a gore uzayn a priori gérii olmasi sebebiyle tiim
geometrik ilkelerin apodeiktik kesinligi ve a priori kurulma imkanlar: tam
da bu a priori zorunlukla temellenmistir. Dolayisiyla uzay tasarimi a poste-
riori kazanimis kavram degildir. Bu tasarimin a prioriligine iliskin vurgu
onun ayni zamanda 6znel oldugu iddiasiyla birlesir. Kant Saf Aklin Elesti-
risnde uzay kavrammin hem metafizik hem de transendental serimleme-
lerini (expositio) yapar. Metafizik serimleme uyarinca Kant, uzayla ilgili su
belirlemeleri yapar:

“1-Uzay, dis deneyimden ¢ikarilmig bir empirik kavram degildir.

2- Uzay, tiim dis gériimiiziin temeli olan zorunlu bir a priori tasarimdir.

3- Uzay, genelde seylerin bagintisina iligkin genel bir kavram degildir
fakat saf bir goriidiir.

4~ Uzay, verilmis bir sonsuz biiyiiklik olarak tasarimlanir.” (Kant,
1998, 174-5;B38B40)

Kant, uzayla ilgili bu metafizik serimlemelere dayanarak uzaym tran-

sendental serimlenmesine geometri ile bagntis: icerisinde ele almaktadir.

4 Ayrica bknz. (Kant, 1902, 17-18)
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Ciinkii transendental serimleme ilkece uzay kavramini sentetik a priori bil-
gilerin kazanilma imkanindan hareketle tahlil etmektedir. Kant bu tiirden
sentetik a priori bilgilerin zaten geometride bulundugunu ifade ederek uzay
tasarimumiza iligkin belirlemeler yapmaktadir.

“Geometri, uzayimn 6zelliklerini sentetik ve yine de a priori olarak be-
lirleyen bir bilimdir. O halde uzay tasarimimiz onun bu tiirden bir bilginin
olanakli olmasi i¢in ne olmalidir? Bu tasarim kokensel olarak gérii olmali-
dir; ¢tinki saf bir kavramdan o kavramin 6tesine gecen hi¢bir 6nerme ¢ika-
rilamaz ve yine de geometride olan sey budur. Ancak bu gérii a priori olmalt
yani bir nesnenin bizde bulunan tiim algisindan 6nce gelmeli dolayisiyla da
empirik degil ancak saf gorii olmalidir. Ciinkii geometrinin tiim 6nermeleri
apodeiktiktirlerdir yani zorunluluklarinin bilinci ile baglidirlar; mesela uza-
yn ti¢ boyutu vardir 6nermesi durumunda oldugu gibi. Ancak bu tiir 6ner-
meler empirik ya da deneyim yargiar olamazlar, ayn1 zamanda onlardan
cikartilamazlar (Kant, 1998, 176;B41).

Kant, uzaymn a priori bir gorii oldugunu séylediginde bununla onun
adeta zihnin dogustan bir niteligi oldugunu séylemek istemektedir. Kant’in
diliyle s6ylemek istersek uzay, duyarliligimizin a priori formudur; ancak ig
duyunun degil dis duyunun formudur. I¢ duyunun formu zaman iken dis
duyunun formu uzaydir. Tam bu noktada Kant, zihnin ya da duyarliligin bu
goritye uygun bir sekilde yapisal olarak uzay deneyimlerimizi organize etti-
gini ifade etmektedir. Dolayisiyla uzaya iliskin bilgimiz a priori bir karakter
kazanmaktadir. Buradan hareketle geometri zorunluluk ve apodeiktik kim-
ligini tam da duyarliligimizin uzayla ilgili s6z konusu yapisindan dolay: ka-
zanmaktadir. Uzaym 6zellikleri ve uzaydaki nesneler arasindaki bagintilar,
onlar1 bizim disimizdaymus gibi algiladigimiz zihnin, duyarliigin 6zellikle-
ridir. Bu sebeple uzay goriimiiz, uzay tasarimimiz nesnel degil, 6zneldir. Bu
6znellik uzay deneyimimizle uyusan uzaya iliskin bilgimizin a priori yéniini
ifade eder. Uzaya iliskin a priori bilgimiz geometrik bir bilgidir. Iste tam
bu noktada Kant’m 6niine ¢aginin geometri birikimi sinirlar koymaktadir.
Kant'in ¢aginin geometrisi Oklidci geometridir. Dolayisiyla Kant, Oklidci
geometrinin yasalarini zorunlu ve a priori yargilardan olustuguna inanmak-
tadir. Herhangi bir Oklid dis1 geometrinin imkant konusunda bir gériisiin
olmadig bir ¢agda Kant’in uzay anlayisin1 belirlerken kendisini Oklid geo-

metrisiyle smirlamis olmasi son derece anlagilirdir. Ancak 19. yy'da
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devrimci denilebilecek bir nitelikte geometride ortaya ¢ikan gelismeler
yani Oklid dis1 geometrilerin kurulmas: Oklidci fiziksel uzayin kesinlik ka-
rakterinden ¢ok konumu yani Oklid dis1 geometrilerin karsisindaki ko-
numu agisindan yeniden degerlendirmeye alinmistir. Temel sorun sudur;
mantiksal olarak Oklidci 6zelliklerden 6nce gelen baska 6zelliklere sahip
bir geometri miimkiin miidiir? Oklid dis1 geometrilerin ortaya ¢tkmasinda
ve Ozellikle de yukarida tarihsel olusumunu vermeye calistigimiz projektif
geometrinin kurulmasiyla s6z konusu soru filozoflar tarafindan yanitlan-
maya ¢alisilmustir. Bu soruna yanit verme girisiminde en 6nde gelen isim-
lerden biri Bertrand Russell'dir. Béylece makalemizin bir sonraki boli-
miinde Russell'in bu soruya vermis oldugu yanit1 ve metageometri olarak
projektif geometri ile ilgili goriislerini inceleyecegiz.
3-Russell''n Bir Metageometri olarak Projektif Geometri Anlayis:

Oklidci geometrinin yasalart zorunlu ve a priori yasalardir yani a pri-
ori yargilardan kurulu bir sistemdir. En temel meselelerden biri bu tiir a
priori bir sistemi fizik diinyaya agiklamada nasil olup da kullanabildigimiz-
dir. Yukarida ifade ettigimiz gibi Kant, Oklidci uzay: goriisel olarak ifade
etmisti yani zihnin dogal olarak sahip oldugu bir kapasitedir ya da Kant'in
diliyle soylersek duyarliligin bir formudur. Bu gorii sayesinde zihin, uzaya
iliskin deneyimleri organize edebilmektedir. Ancak Kant¢1 geometri anla-
yisinin karsisina ¢ikan sorun Oklid uzamliligina bagimliligidir. Ancak ister
Oklidci olsun isterse Oklid dist olsun en temel mesele tiim bu geometrile-
rin uzaymn metrik ve niceliksel 6zellikleriyle ilgili olmalaridir. Iste Russell
i¢in Oklid dist olsa da uzaymn metrik ve niceliksel 6zellikleriyle iliski iceri-
sinde kurulmus herhangi bir geometri yetersiz olacaktir. Tam burada Rus-
sell, projektif bir geometrinin bu siirlamay1 asan bir olanak sundugunu be-
lirtmektedir. Ciinkii projektif bir geometri uzaym metrik ya da niceliksel
ozellikleriyle degil tasvirci ya da niteliksel 6zellikleriyle ilgilidir. Bu 6zellik-
ler yani tasvirsel ve niteliksel 6zellikler mantikea tiim Oklidci 6zelliklerden
once gelir. Burada Russell aslinda tipik olan Kantc1 zihnin uzay1 deneyim-
lemek i¢in bir tiir digsallik formuna sahip olmasi gerektigi yolundaki gorii-
siiyle anlagmaktadir. Dolayisiyla da mantiksal olarak a priori olan dissallik
formuyla nesnel dis diinyada var olanlar arasinda bir uyusmanin imkam
Kant gibi Russell tarafindan da onaylanmaktadir. Ancak Russell''m temel

itiraz1 Oklid dis1 geometrilerin ortaya ¢ikisiyla bu digsallik formunun a
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priori 6zelliklerinin Oklidci geometrinin yasalartyla sinirlanamayacagi yo-
niindedir. Russell burada projektif geometriyi bir ¢ikis noktas: olarak gor-
mektedir. Ciinkii s6z konusu geometri Oklidci olsun ya da olmasin tiim
uzaylar i¢in ortak olan 6zelliklerle ilgilidir ve biitiiniiyle a priori oldugu gibi
deneyimden de kaynaklanmaz. Ciinkii Russell’a gore her zaman niteliksel
bagintilar niceliksel bagintilardan 6nce gelmelidir. Dolayisiyla da geometri
s6z konusu oldugunda niteliksel bir geometri Oklidci olsun veya olmasin
metrik bir geometriden énce gelmelidir. Projektif bir geometrinin nitelik-
sel bakis acisina gore uzayn tiim pargalari niteliksel olarak birbirine ben-
zerdir ve sadece biri digerinin diginda yer almasi olgusuyla ayurt edilirler.
Yani uzaym homojenliligi ve goreliligi projektif bir geometride esastur.
Yine s6z konusu geometri de uzay siirekli ve sonsuz bir sekilde béliinebi-
lirdir.5 Nokta kavrami sonsuz boliinebilirligin sinirt olarak tanimlanur. Tki
nokta bir dogru cizgiyi belirlemektedir. Bir ¢izgi tizerinde olmayan tig
nokta da bir yiizeyi belirlemektedir. Uzayin boyutlar: bu tiir bir geometride
sonludur.

Russell bu tiirden bir geometrinin 6zellikleri hakkinda sunlar belir-
tir:

“Simdi projektif geometri sadece niteliksel sifatlar1 dikkate alir ve
farkli noktalar1 sadece diger noktalarla olan bagintilarina gore ayirt edilebi-
lir. Clinkii tiim noktalar niteliksel olarak benzerdir. Buradan da su ¢ikar ki
projektif geometride sadece iki nokta verildiginde onlar ayn1 dogru ¢izginin
uizerindeki herhangi baska iki noktadan niteliksel olarak ayirt edilemezler.
Ciinkii bu tiirden herhangi iki nokta aynu niteliksel bagintiya sahip olacak-
tir. Bir dogru ¢izgi onun noktalarinin herhangi ikisi tarafindan belirlenmis
bir figiir oldugundan ve tiim noktalar niteliksel olarak benzer oldugundan
buradan su sonu¢ ¢ikar ki tiim dogru ¢izgiler niteliksel olarak benzerdir.”

(Russell, 1956, 120)

5 Uzay, elemanlar1 ya noktalar ya da diizlemler olan bir geometrik sekil olarak da
distiniilebilir. Noktalar: eleman olarak aldigimizda, uzayin dogru ¢izgileri, cesitli
araliklar ve uzayin diizlemleri, ¢esitli nokta diizlemleri olarak kabul edilir. Diger
yandan, diizlemler eleman olarak kabul edildiginde, uzayin dogru cizgileri, ¢esitli
eksen demetlerinin eksenleri ve uzayin noktalari, gesitli diizlem demetlerinin
merkezleri olarak degerlendirilir. Dolayisiyla, uzay, noktalar: eleman olarak alarak
kurdugumuzda sonsuz sayida nokta diizlemi veya diizlemleri eleman olarak alarak
kurdugumuzda sonsuz sayida diizlem demeti igerir. (Cremona, 1885, 25)
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Russell burada bir 6rnek olarak Crenona’nin projektif geometriyle il-
gili eserinden projektif geometrinin temel operasyonlarini gostermek ama-
ciyla 6rnek olacak ilkeler alintilamaktadir. Bu ilkeler, su sekildedir:

“Bir sabit nokta S’den (projeksiyon merkezi) noktalar ve dogru ¢izgi-
lerden olusan bir gekli (ABCD ... abced ...) projekte etmek, SA, SB, SC, SD,
... dogrularini veya projekte eden 1sinlari ve Sa, Sb, Sc, Sd, ... diizlemlerini
(projeksiyon diizlemleri) insa etmektir. Boylece, tiimii S merkezinden ge-
cen dogru cizgiler ve diizlemlerden olusan yeni bir sekil elde ederiz.

Bir sabit o diizlemi (¢arpraz diizlem) ile diizlemler ve dogru ¢izgilerden
olusan bir sekli (afyS ... abed ...) kesmek, oa, of, oy ... dogru ¢izgilerini
veya izlerini ve oa, ob, oc... noktalarini veya izlerini inga etmektir. Bu y6n-
temle, o diizleminde yatan dogru cizgiler ve noktalardan olusan yeni bir
sekil elde ederiz.

Sabit bir dogru s (¢carpraz) ile diizlemlerden olusan bir ay$ ... seklini
kesmek, sa, sB, sy... noktalarini olusturmak demektir. Bu sekilde, tiimii sa-
bit ¢arpraz s iizerinde bulunan noktalardan olusan yeni bir sekil elde edilir.

Sabit bir dogru s’den (eksenden) noktalarla olusturulmus ABCD sek-
lini projekte etmek, sA, sB, sC... diizlemlerini inga etmektir. Bu sekilde elde
edilen sekil, hepsi s ekseninden gecen diizlemlerden olusur.

Bir sekil, sabit bir nokta veya S merkezinden gecen a, b, c ... dogrula-
rindan olusuyorsa, S’den gegen bir dogru veya eksen s’den projekte edilebi-
lir; sonug olarak sa, sb, sc ... diizlemlerinden olusan bir sekil elde edilir.

Bir sekil a, b, ¢ dogrularindan olusuyorsa ... hepsi sabit bir diizlemde
yatarken, ayn1 diizlemde yatan s dogrusu (enine) ile kesilebilir; Ortaya ¢ikan
sekil sa, sb, sc noktalarindan olusur....” (Russell, 1956, 121-122; Cremona,
1885, 1-2.)

Russell’a gore projektif bir geometride matematiksel olarak temel ol-
dugunu s6yleyebilecegimiz iki sey vardir. Her projektif geometri anharmo-

nik (armonik olmayan, uyumsuz) bir orana sahiptir'® ve dortgen sekilde bir

16 Projektif 6zelliklerle (yani projeksiyonla degismeyen 6zellikler) ilgilenen Projek-
siyon Geometrisi, esas olarak sekillerin betimleyici 6zellikleriyle ilgilidir. Aslinda,
bir geometrik seklin bityiikliigii projeksiyonla degistiginden, metrik 6zellikler ge-
nellikle projektif degildir. Ancak, projeksiyonel olan 6nemli bir smnif metrik 6zel-
lik (anharmonik 6zellikler) vardir ve bunlarin tartisiimasi bu nedenle Projeksiyon

Geometrisi i¢inde yer bulunmaktadir. Bknz. (Cremona, 1885, 50)
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konstriiksiyondur. Russell anharmonik bir oranin 6rnegi olarak asagidaki

sekli verir:

Sekil V

Bu sekilde abed, a’b’c’d’, a”b"'c”"d" aymi1 anharmonik oranlara sahip-
tir. Russell boyle bir seklin konstritksiyonun niteliksel tanimlarini su se-
kilde belirtir:

Her biri dort noktadan olusan iki kiime, (1) her dértlii kiime tek bir
dogru tizerinde yer aldiginda ve (2) farkli kiimelerin karsilik gelen noktalar:
tek bir noktadan gecen dort dogru tizerinde ikiser ikiser yer aldiginda veya
her iki kiimenin de herhangi bir ti¢lincii kiimeyle bu iligkiye sahip oldu-
gunda ayni anharmonik orana sahip olarak tanimlanir{123}. Ve kargilikls
olarak: Dért dogrudan olugan iki kiime, (1) her dort kiime tek bir noktadan
gectiginde ve (2) farkli kiimelerin karsilik gelen dogrulari, bir dogru iize-
rinde yer alan dort noktadan ikiser ikiser gecer veya her iki kiime herhangi
bir tiglincii kiimeyle bu iliskiye sahip oldugunda, ayni anharmonik orana

sahip olarak tanimlanir.

Beytulhikme An International Journal of Philosophy

Ayni anharmonik oranina sahip iki nokta veya dogru kiimesi, projektif
geometrinin gbziinde esdeger olarak kabul edilir: Bu niteliksel esdegerlik,
metrik geometrinin niceliksel esitliginin yerini alir ve tanim geregi, yukari-

daki projektif doniigiimlerin genel tanimina dahildir. (Russell, 1956, 123)
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Russell, anharmonik bir yapida olusmus bu tiirden bir seklin dértgen
bir konstriiksiyon olarak kurulusunu ayrintilt bir sekilde gostermis olsa da
makalemizde hedefledigimiz tartigmalar agsacagindan s6z konusu agikla-
malara girmeden Russell agisindan asil temel meselenin ne oldugunu su se-
kilde ifade edebiliriz: projektif geometrinin analizi gostermektedir ki bu
tirden bir geometri diger tiirden tim geometrilerden 6nce gelmekte ve on-
lara déniistiiriilme (transformasyon) imkanini i¢inde barindirmaktadir.

Uzaym homojenligi ve konumlarin géreceli olusu projektif geometri
acisindan temel bir 6neme sahiptir. Niceliksel degil, niteliksel bir uzay an-
layisiyla uyusan bu 6zellikler ayni zamanda tiim miimkiin uzaylarin a priori
ozellikleridir. Boylece Russell projektif geometri anlayistyla Kant'in Ok-
lidci geometri ile sinirlanmis olan uzay anlayisini astigi gibi Oklid dist geo-
metrilerin metrik ve niceliksel dar bakis a¢isin1 da agmis olmaktadir.

4~ Kant ve Russell''n Geometri Anlayiglarimin Kargilagtiriimas:

Russell''m Kant’in geometriye iliskin diigiincelerine itirazi oldugu ka-
dar onda kabul ettigi baz: fikirler de bulunmaktadir. Aslinda Russell,
Kant'in transendental estetikteki goriislerinin pek ¢oguna katildigini ancak
buraya belirli bir sinirlamaya gidilmesi gerektigini srarla vurgulamistir.
Kant ile anlastiklari noktalardan en 6nemlisi geometride gériiniin bir isle-
vinin olmasi gerektigidir. Gorii Russell''n dilinde digsalligin (externality)
herhangi bir formunun a priori 6zellikleri olarak ifade edilmektedir. Russell
da Kant gibi deneyimin imkanin: kosullu olarak a priori 6zellikleri kabul
etmektedir. Bu kosul Russell icin de transendentaldir. Ancak temelde
Kant’tan ayrildigi nokta Kant’in transendental estetikteki temel tezlerinin
aslinda yeterince a priori temellere sahip olmadig1 yani psikolojik unsurlar
icerdigidir. Russell bu konu hakkindaki An essay on the foundations of ge-
ometry (Geometrinin temelleri {izerine bir deneme) kitabinda su belirle-
meyi yapar:

“Oncelikle, psikolojik unsur Kant'in tezinde benimkine kiyasla ¢ok
daha bityiik bir yer tutmaktadir. Elbette ki, bir digsallik bi¢iminin iglevini
yerine getirebilmesi icin salt bir kavram ya da bir ¢ikarim degil, duyu-alg-
sinda verilen bir unsur olmasi gerektigini savunacagim—elbette ki baglan-
gicta yalitilmig bir bi¢cimde verilmemis, fakat duyu-algisinin nesnesine dik-

kat ederek analiz yoluyla kesfedilebilir bir unsur. Ancak Kant, bu unsurun
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yalnizca verili oldugunu degil, ayn: zamanda 6znel oldugunu da ileri siir-
miistiir.” (Russell, 1956, 180).

Pasajda ¢ok agik bir sekilde goriildigii gibi Russell'm itirazi digsalligin
formunun duyu algisinda verilmis olmasindan ziyade bu formun sadece 6z-
neye ait bir sekilde gérillmiis olmasi ve nesneyle bagintisinin hi¢ kabul edil-
memis olmasidir. Bu durumda Russell’a gore Kant i¢in uzay kavramsal ol-
madi@1 gibi duyusal da degildir. Burada Russell'n aslinda duyu algs: ifadesi
ile duyumu kastettigini belirtmemiz gerekiyor. Dolayisiyla Kant i¢in uzay,
duyu verisinin bir pargasini olusturmaz; 6znel bir gorii tarafindan sadece
ona eklenmektedir. Russell bunun mantiksal olan bir ekleme degil aslinda
psikolojik olarak uzaydaki nesnelerden 6nce gelen 6znel bir katk: oldugu-
nun ve dolayisiyla da a priori olusla ¢elistigini séylemek istemektedir. Rus-
sell digsallik formunun duyuda ya da saf goriide verilmis olmasinin aslinda
6nemsiz oldugunu sdylemektedir. Ciinkii o burada meseleyi psikolojik ki-
lan hususun a priori bir bagintiy1 sadece 6znel olarak gormekte yattigini
disiinmektedir. Uzayimn nesnelere zamansal 6nceligi epistemolojik bir so-
run degildir. Kant’in tezi epistemolojik tez olmaktan ¢ok psikolojik bir tez-
dir. Dolayisiyla Kant disiindiigiiniin aksine geometriyle ilgili gbriisiinde
yani transendental estetiginde epistemolojik olmaktan ¢ok psikolojik un-
surlara yer vermektedir. Russell, 6znellik ile a priori arasindaki bagintinin
milphem kaldigin: ifade etmektedir. Bu noktada kendi goriisiinii yine An
essay on the foundations of geometry kitabinda agik bir bicimde ifade eder.

“Bir digsallik bi¢iminin 6zelliklerini a priori olarak ele almanin gerek-
cesini genel hatlariyla zaten belirttim. Bu gerekge, transandantal olup, de-
neyimin miimkiinligi icin gerekli kosullarda bulunur. Digsallik bicimi, Ri-
emann’in manifoldlar1 gibi, hem zaman1 hem de Oklidyen ve Oklidyen dis1
uzaylar1 kapsayan genel bir siif kavramidir. Ancak manifoldlar gibi uzaya
nicel bir benzerlikle gerek¢elendirilmez; aksine, birden fazla boyutu varsa,
bizim mevcut diinyamizda uzay tarafindan yerine getirilen tiim iglevleri ye-
rine getirdigi gercegiyle gerek¢elendirilir. Ancak, bir digsallik bi¢imi bunu
basarmak icin salt bir kavram degil, gercekten deneyimlenen bir gérii ol-
malidir. Dolayistyla, boyle bir bigimin kavrami, uzay tarafindan fiilen yerine
getirilen islevi yerine getirebilecek her mantiksal olarak miimkiin goriiyt
iceren genel bir kavramdir. Ve bu islev, ¢esitli ama birbiriyle iliskili seylerin

deneyimini miimkiin kilmaketir.” (Russell, 1956, 178-179)
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Goruldugi gibi Russell, digsallik bigiminin formunu genel bir sinif kav-
rami olarak gormekte ve Oklidci olsun ya da olmasin tiim uzaylar igin ge-
cerli oldugunu diistinmektedir. Bu da tam makalemizin baginda ifade etti-
gimiz gibi projektif geometrinin uzay anlayisla 6rtiismektedir. Bu digsallik
formu bir fiil goriide deneyimlenir ancak bu durum onu Russell'n belirttigi
gibi genel bir sinif kavrami olmasini engellemez. Bu genel sinif kavrami tim
miimkiin uzaylar1 igermektedir. Russell, deneyimi miimkiin kilanin sadece
zihnin yapisi oldugunu diisiinmez; diinyada belirli 6zellikleri sahip olmali-
dir. Bunlar digsallik formlaridir. Russell bunu su sekilde ifade etmektedir:

“O halde, digsallik bi¢imimiz altinda kavramsallastirilan, duyusal algida
bir bi¢im, 6zneye gore a priori’dir: digsallik bi¢imi deneyim i¢in gereklidir,
ancak bu nedenle salt 6znel olarak ilan edilmesi gerekmez. Elbette, dene-
yim i¢in bir zorunluluktur; fakat gerekli kosullarin yerine getirilebilecegi,
ancak nesnel diinyanin belirli 6zelliklere sahip olmas: durumunda miimkiin
olur. Zorunlulugun temeli, giivenle sGyleyebiliriz ki, zihinden kaynaklanir;
ancak zorunlu olanin dogrulugunun sadece zihnin yapisina dayandig: so-
nucu hi¢bir sekilde ¢ikmaz. Bu durum s6z konusu olmadiginda, bir bilgi
pargast a priori ilan edildiginde ulagtigimiz sonug sadece su olabilir: Zihnin
yapisi nedeniyle, diinyanin belirli sifatlara sahip oldugunu kabul etmedik¢e
deneyim imkansiz olacaktir.” (Russell, 1956, 179).

Yukaridaki pasajda gorildigi gibi deneyimin temeli olan zorunluluk
saf bicimde sadece 6znellik tarafindan insa edilmemektedir. Deneyimin
miimkiin olabilmesi i¢in diinyanin da belirli 6zelliklere sahip olmasi gerek-
mektedir. Tam bu nokta Kant felsefesinde g6z ard1 edilmis bir husustur.
Zorunluluk zihnin katkisin yani sira temelini diilnyada da bulmaktadir. Bu
diinya ister Oklidci olsun ya da olmasmn. Geometrinin a priori aksiyomlari
dissallik formuna iliskin kavrayisimizdan iretilmektedir.

Sonu¢ olarak Russell, Kant’in transendental felsefesinde ozellikle
transendental estetikle ilgili deneyimim imkanina y6nelik zorunlulugun
kimi psikolojik unsurlarla karistigini, 6znelligin katkisinin belirli bir uzayla
sinirlt bir anlayisa vardirdigini dolayisiyla da Oklidci geometri disinda bir
bagka geometriye imkan tanimadigini ve farkli uzaylarin miimkiin oldugunu
Oklid dis1 geometrileri disarida biraktigini sdyleyerek elestirmektedir. Do-
layisiyla Kant’m geometrinin temellerine iligkin analizin epistemolojik ol-

maktan ¢ok psikolojik oldugunu ve burada aslinda 6znel katkinin nesneyi
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gbzetmeyen psikolojik temelinin Kant’in tezini zayiflattigint séylemekte-
dir. Asil meselenin farkli uzaylarin kabuline imkan taniyan yeni bir tran-
sendental temelin kurulmasi oldugunu vurgulamustir. Russell geometrinin
temellerine iligkin tartigmanin kendi anlayisinca biitiiniiyle epistemolojiye
baglamak ister:

“Bu nedenle, epistemolojik bir sorusturma baglaminda, Kant’in psiko-
lojik Ggretilerini - en azindan uzamsal gérityii duyumdan ayirdigi 6lcide -
g6z ard1 etme hakkina sahibiz ve bunun yerine yalnizca mantiksal yniine
odaklanmaliyiz. Onun psikolojik 6gretisinin, uzayin salt bir kavram olma-
digina dair savi, belirli sinirlamalarla birlikte, mevcut uzaya uygulandiginda
yeterince agiktir; ancak bizim ag¢imizdan, bu sav, ¢ok daha zor bir teze d6-
nistirilmelidir: Cesitliligin iligkili olarak deneyimlenmesini miimkiin ki-
lan hig¢bir digsallik bigimi salt kavramsal olamaz. Daha sonra geri ddnmemiz
gereken bu soru, artik psikolojik bir mesele degil, tamamen epistemolojiye
aittir.” (Russell, 1956, 181)

Russell, projektif bir geometrinin aksiyomatik temellerini inceleyerek
yaptigt analizler sonucunda tiim mimkiin uzaylar i¢in gegerli olan ve her-
hangi bir uzay: temel alan geometrilere doniisiim (transformasyon) imkani
saglayan dolayistyla da Oklidci olsun veya olmasin tiim geometrilerden 6nce
gelen bir geometri anlayisinin savunusunu yapmaktadir. Boylelikle 19. yy’da
6ne ¢ikmis geometrideki gelismeleri izleyerek bu en eski krize nihayet
verme yolunda bir girisimde bulunmaktadir. Bu girisimin basaris1 matema-
tikgiler tarafindan gelistirilen tiim miimkiin projektif geometri sistemleri
tarafindan desteklenmeye devam etmektedir.

Sonug

Oklid geometrisinin besinci postulat1 etrafinda dénen tartismalar, ge-
ometriye ve matematigin temel yap: taslarina yonelik felsefi sorgulamalar1
sekillendirmigtir. Makalede vurgulandig: iizere, bu tartismalar, zamanla
metageometri kavraminin ortaya ¢ikmasima zemin hazirlamis ve 6zellikle
projektif geometri gibi Oklid dist geometrilerin gelisimine kap1 aralamustir.
Makale boyunca, 6zellikle Leon Battista Alberti, Girard Desargues, Jean
Victor Poncelet ve Felix Klein gibi 6nemli figiirlerin katkilariyla projektif
geometrinin gelisim siireci detaylandirilmis, bu geometrinin tarihsel bag-

lami1 ve matematiksel temelleri ortaya konulmustur.
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Oklid dist geometrilerin kabulii ve gelistirilmesi, matematiksel dii-
stince tarihinde kokli degisikliklere yol acmus, bu siire¢, Kant’in transen-
dental felsefesine dayanan geometrik bilgi anlayisiyla derin bir etkilesim
icinde olmustur. Bu baglamda, Kant’in geometriye iligkin diigiinceleri, 6zel-
likle uzay ve uzam kavramlari iizerine yaptig1 belirlemeler, metageometri
anlayiginin felsefi temellerinin anlagilmasinda kritik bir rol oynamistir. An-
cak Russell, Kant’m geometrinin temellerine dair ortaya koydugu diisiince-
lerinin bir kismini kabul etmekle birlikte birtakim elestiriler de getirmis ve
bu elestiriler tizerinden metageometrinin 6zellikle projektif geometri bag-
laminda daha derinlemesine bir analizini yapmustir. Russell'ln disiincele-
rinde projektif geometri, uzayin metrik 6zelliklerinden ziyade niteliksel ve
tasvirci yonlerine odaklanarak, Oklidci veya Oklid dis1 tiim geometrilerden
once gelen bir yap1 olarak ele alinmaktadir. Bu geometri tiirii, uzaym ho-
mojenligini ve goreliligini temel alarak, niteliksel bir bakis acisin1 benimser
ve bu bakis agis1, Russell'n savundugu epistemolojik temelleri giiclendiren
bir rol oynar. Bu bakis agis1, geometrinin sadece matematiksel bir alan de-
gil, ayn1 zamanda felsefi bir problem alani olarak da ele almabilecegini gos-
termistir. Russell, Kant’in uzay anlayisin1 ve geometriye iliskin goriislerini
incelerken, Kant'in psikolojik unsurlarla sinirlandirdigs a priori bilgiye de
elestirel olarak yaklasmaktadir. Ona gére, Kant’in uzay ve geometri anla-
yis1, Oklidci sinirlar iginde kalmus, alternatif geometrilerin imkanini goz
ard: etmistir. Bu sebeple Russell, projektif geometriyi mantiksal ve felsefi
bir temel olarak benimser ve bu geometri tiiriind, tiim uzay tirleri i¢cin ge-
cerli olan ve onlarin 6tesinde bir anlam tastyan bir yap1 olarak sunmaktadir.

Projektif geometrinin sundugu imkanlar, sadece matematiksel bir sis-
tem degil, ayn1 zamanda bir diisiince bi¢imi olarak farkli uzay anlayislarini
birlestiren ve onlar1 doniistiirme kapasitesine sahip bir yapiy1 gozler 6niine
sermektedir. Russell'm bu analizleri, hem geometrinin temellerine dair sii-
regelen tartismalara 6nemli katkilar sunmus hem de Kant’'in geometrik dii-
siince sisteminin sinirlarin: agmay: hedefleyen bir yaklagsimla metageomet-

rinin imkanlarini genisletmistir.

Sonug olarak, bu makale projektif geometrinin hem tarihsel gelisimini hem
de felsefi temellerini incelemis, Kant ve Russell''n geometriye dair diigiin-
celerini kargilastirarak bu iki diigiiniiriin matematiksel ve felsefi yaklagim-

larmn: tartigmugtir. Kant’i saf goriiye dayali uzay anlayist, Russell tarafindan
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hem kabul edilmis hem de elestirilmis, sonug olarak projektif geometri ile
daha genis bir metageometrik ¢erceve sunulmugtur. Bu baglamda, metage-
ometriye dair yapilan bu analiz, felsefe ve matematik arasindaki giiclii etki-
lesimi gostermis ve geometrinin temellerine iligkin sorunlarin sadece ma-
tematiksel degil, ayn1 zamanda felsefi boyutlarinin da oldugunu ortaya koy-

mustur.
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Bir Metageometri Olarak Projektif Geometri'nin Temelleri Uzerine ...

Oz: Tarih boyunca matematigin temelleri iizerine yapilan arastirmalar, 6zellikle
Oklid geometrisinin besinci postulati etrafinda gelisen tartismalar, metageometri
kavraminin dogmasina neden olmugtur. Bu makalede, Oklid geometrisinin be-
sinci postulatinin tarihsel ve felsefi baglamda yarattig: sorunlar, Oklid dis1 geo-
metrilerin gelisimine katkilar1 ve bu siiregte projektif geometrinin bir metageo-
metri olarak nasil temellendirildigi incelenmektedir. Makalede, projektif geo-
metrinin ilk adimlarmin, Rénesans dénemi mimari ve sanatgist Leon Battista Al-
berti ile basladigi ve Fransiz matematikg¢i Girard Desargues'in katkilariyla mate-
matiksel bir temele oturtuldugu belirtilmistir. Ayrica, Jean Victor Poncelet ve
Felix Klein gibi matematikg¢ilerin ¢alismalari, projektif geometrinin geligimini ve
Oklid dis1 geometrilerin kabuliinii saglamistir. Makale, bu gelismelerin felsefi
arka planini Kant’in transendental felsefesi iizerinden degerlendirmekte ve Rus-
sell''n metageometriye dair diisiinceleri ve katkilarmni tartigmaktadir. Bu bag-
lamda, makale projektif geometrinin hem tarihsel gelisimini hem de felsefi te-

mellerini derinlemesine analiz etmektedir.

Anahtar Kelimeler: Metageometri, projektif geometri, Alberti, Desargues, Kant,
Russell.
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